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Probability and Statistics  

for Final Year Engineering Students 
By Yoni Nazarathy, Last Updated: May 2, 2011. 

 

Lecture 2: 

Sampling Distributions: Independence, Binomial, HG, Normal and the CLT 

Random samples, independence and statistics  

Two random variables (RVs), X and Y are independent if ܲሺܺ ∈ ,ܣ ܻ ∈ ሻܤ ൌ ܲሺܺ ∈ ሻܲሺܻܣ ∈  ሻ orܤ
alternatively, 

ܲሺܺ ൑ ,ݔ ܻ ൑ ሻݕ ൌ ܲሺܺ ൑ ሻܲሺܻݔ ൑ ሻݕ ൌ  .ሻݕሺܨሻݔሺܨ

 In case of discrete RVs: 

ܲሺܺ ൌ ,ݔ ܻ ൌ ሻݕ ൌ ܲሺܺ ൌ ሻܲሺܻݔ ൌ ሻݕ ൌ   ,ሻݕሺ݌ሻݔሺ݌

And in case of continuous  RVs: 

ܲሺݔ ൑ ܺ ൑ ݔ ൅ ,ݔ∆ ݕ ൑ ܻ ൑ ݕ ൅ ሻݕ∆ ൌ ܲሺݔ ൑ ܺ ൑ ݔ ൅ ݕሻܲሺݔ∆ ൑ ܻ ൑ ݕ ൅ ሻݕ∆ ≅ ݂ሺݔሻ݂ሺݕሻ. 

Note that in the above, the notation ܲሺܥ, ܥ can be read as ܲሺ	ሻ,ܦ ∩  .ሻܦ

Independence can also be defined for an arbitrary number of random variables, e.g. in the discrete case, 

independence of  ଵܺ, ܺଶ, … , ܺ௡ is: 

ܲሺ ଵܺ ൌ …,ଵݔ , ܺ௡ ൌ ௡ሻݔ ൌ ∏ ௜ሻݔሺ݌
௡
௜ୀଵ . 

Mathematically, independence is a useful property because it allows us to easily evaluate the 

distribution of to two (or more) random variables by multiplying distributions of individual random 

variables.  

Example: Let ܫଵ be the result of the “first” coin flip and let ܫଶ be the result of the “second” coin flip. In 
this case it is very sensible to assume that ܫଵand ܫଶ are independent. 

Example: Let ܫଵ be the result of the “first” kick towards the goal of a football player and let ܫଶ be the 
result of the “second” kick. In this case, one may still “assume” independence from a modeling 

perspective, but the validity of the model is sometimes questionable. Why? 

Example: Assume a box with 3 marbles, one of which is red and the other blue. You blindly pick marbles 

out of the box sequentially (not returning them), yielding the random variables ܫଵ, ,ଶܫ  ௜=1 ifܫ ଷ, whereܫ
the marble in the i’th pick is red and 0 otherwise. In this case it is obvious that the random variables are 

not independent: The distribution of the second pick depends on the result of the first pick etc… We can 
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and then finding the value of a, that yields ׬ ݂ሺݔሻ݀ݔ ൌ 1.
ଶ
଴  It turns out that a=1. (Note that this 

distribution may be found without simulation by calculating the “convolution of two uniform densities” 

– but we do not discuss this in the current subject).  

It is not surprising that the range of values which the random variable takes is [0,2]. Thinking about it, it 

should also make sense that values “near the edge” are less likely than values near 1.0. Why? 

Now, here is a scatter plot of 10,000 generated samples of both random variables (remember that each 

has the triangular distribution): 

 

We see for example that if  ଵܺ ൐ 1.5 then ܺଶ ൐ 0.5. This has to be the case because ܷଶ ൐ 0.5. 

Thus, ܲሺ ଵܺ ൐ 1.5, ܺଶ ൏ 0.5ሻ ൌ 0 ് ܲሺ ଵܺ ൐ 1.5ሻܲሺܺଶ ൏ 0.5ሻ ൐ 0. And thus the random variables are 

not independent. This is not surprising because both random variables jointly depend on  ଶܷ. (Note 
though that there are cases where two random variables depend on a third random variable yet are still 

independent). 

Independence of a random sample: 

Our brief introduction to the concept of independence is primarily for discussing a data sample. 

Remember that we use two examples: 

 Weights:  ଵܺ, ܺଶ, … , ܺ௡. 
 Success indications: ܫଵ, ,ଶܫ … ,  .௡ܫ

Mathematically viewing each of the samples as independent random variables allows us to quite easily 

apply basic tools of probability for knowing the distribution of statistics generated from the samples (as 

shown below). 

On the other hand, in cases where the samples are not independent, one has to be much more careful 

in the analysis (there are many forms of dependence and finding the “correct” form is not an easy 

matter). It is thus often a goal in “sampling data” to obtain a random sample. In practice this often 

requires randomizing the data, and choosing sampling data points at random. Note that in cases where 

0.5 1.0 1.5 2.0
X1

0.5

1.0

1.5
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it is clear to us that the sample is not independent, we can still assume it is independent for purposes of 

statistical analysis, but this is at a cost of model inaccuracies which are often hard to quantify. 

For purposes of illustration (of the basic concepts), we shall mostly be interested in the sample 

proportion statistic, ̂݌. Observe that, 

̂݌	݊ ൌ ෍ܫ௜

௡

௜ୀଵ

. 

We will now see how this sum is distributed. 

The Binomial distribution: 

Let ܻ ൌ ∑ ௜ܫ
௡
௜ୀଵ . When ܫଵ, ,ଶܫ … ,  ,௡ is an independent sequence withܫ

ܲሺܫ௜ ൌ ሻݔ ൌ ൜
ሺ1 െ ሻ݌ ݔ ൌ 0

݌ ݔ ൌ 1, 

For some ݌ ∈ ሾ0,1ሿ, we call Y a Binomial(n,p) random variable. It counts the number of successes in a 

sequence of n independent trials. 

Example: A door to door salesperson visits exactly 10 houses every day, at each house he has a 

probability of 0.1 of succeeding in making a sale. The number of sales he makes a day is binomially 

distributed with parameters n=10, p=0.1 

What is the PDF of a Binomial(n,p) random variable? Observe first that the range of values which such 

an RV can take is {0,1,…,n}.  Let us start with the case of 0 and n. 

ሺ0ሻ݌ ൌ ܲሺܻ ൌ 0ሻ ൌ ܲሺ݈݈ܽ	ݏ݈ܽ݅ݎݐ	݂݈ܽ݅݁݀ሻ ൌ ሺ1 െ    .ሻ௡݌

Where did we use here the independence of the trials? Similarly,  

ሺ݊ሻ݌  ൌ ܲሺܻ ൌ ݊ሻ ൌ ܲሺ݈݈ܽ	ݏ݈ܽ݅ݎݐ	݁ݎ݁ݓ	ܽ	ݏݏ݁ܿܿݑݏሻ ൌ  .௡݌

Consider now, ݌ሺ1ሻ ൌ ܲሺܻ ൌ 1ሻ ൌ ܲሺ݁݊݋	ݏݏ݁ܿܿݑݏ	ܽ݊݀	݊ െ  ሻ. One now needs to partitionݏ݁ݎݑ݈݂݅ܽ	1
this event based on which of the trials was the success (also indicating that the others were failures). 

There are n possibilities for this, and for each of them we have a probability of  ݌ሺ1 െ  ሻ௡ିଵ of realizing݌
the single success and n‐1 failures thus, 

ሺ1ሻ݌ ൌ ܲሺܻ ൌ 1ሻ ൌ ܲሺ݁݊݋	ݏݏ݁ܿܿݑݏ	ܽ݊݀	݊ െ ሻݏ݁ݎݑ݈݂݅ܽ	1 ൌ ሺ1݌݊ െ  .	ሻ௡ିଵ݌

Similarly  

ሺ݊݌ െ 1ሻ ൌ ܲሺܻ ൌ ݊ െ 1ሻ ൌ ܲሺ݁݊݋	݁ݎݑ݈݂݅ܽ	ܽ݊݀	݊ െ ሻݏ݁ݏݏ݁ܿܿݑݏ	1 ൌ ݊ሺ1 െ  .	௡ିଵ݌ሻ݌

Consider now an arbitrary ݇ ∈ ሼ0,1, . . , ݊ െ 1, ݊ሽ. What is p(k)?  Here we need to partition the event of {k 

successes and n‐k successes} into ቀ
݊
݇ቁ events, each indicating which subset of the trials was a success. 
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So now we know how our proportion estimate is distributed. The next Section (next week) will make use 

of that for statistical purposes (confidence intervals, hypothesis testing and planning of experiments). 

But first we go on and study the hypergeometric distribution as well as the Normal distribution and the 

CLT. 

One way of breaking down the independent sampling assumption: The Hypergeometric distribution: 

Note: this section may be skipped without loss of continuity of the main idea of the course. 

We begin by an example of the binomial distribution: 

Example: Consider a box with 10 balls, 3 of which are red. We are taking 4 balls out of the box, one by 

one at random, yet returning the ball taken every time. We count the number of red balls that were 

picked out. The number of red balls is distributed Binomial(4,3/10).   

Assume now that in the example above, balls are not returned to the box, i.e. after taking a ball out of 

the box the probability of success “changes” since it depends on the number of successes so far. Denote 

by W the number of red balls. Let us find the PDF of W: 

ሻݔሺ݌ ൌ ܲሺܹ ൌ ሻݔ ൌ
ቀଷ
௫
ቁቀ ଻
ସି௫

ቁ

ቀଵ଴
ସ
ቁ

. 

Why? Here we put in the denominator the total number of subsets of balls which we may end up taking 

out. In the numerator we count the number of subset of balls that satisfy the property of having x red 

balls. 

For what range of values is the above PDF valid (outside of this range P(W=x)=0) ?  We may have x=0. 

This will occur if all balls picked are not red. We may also have x=1, or x=2 or x=3. But it is impossible to 

have x=4 or higher because there are only 3 red balls. 

Let us now go to the general case (with arbitrary numbers): Assume that we are randomly sampling n 

items, without replacement from a population of N+M items, were N items are of “type 1” and M items 

are of “type 2”. We let W denote the random variable which counts how many type 1 items we 

sampled. Then we call the distribution of W a Hypergeomteric distribution, denoted 

Hypergeometric(n,N,M) and we have: 

ሻݔሺ݌ ൌ ܲሺܹ ൌ ሻݔ ൌ

ە
ۖ
۔

ۖ
ቀܰۓ

ݔ
ቁ ቀ ܯ
݊ െ ݔ

ቁ

ቀܰ ൅ܯ
݊

ቁ
,ሺ0ݔܽܯ ݊ െ ሻܯ ൑ ݔ ൑ ,ሺ݊݊݅ܯ ܰሻ

0 ݁ݏ݅ݓݎ݄݁ݐ݋

. 

Observe that if ݊ ൑ ݊ and ܯ ൑ ܰ then like the Binomial, x may take values 0,…,n, but otherwise, there 

may be more restrictive lower and/or upper limits on these values. 

The mean of the Hypergeomteric distribution is: ܧሾܹሿ ൌ ݊	
ே

ேାெ
. Compare this to the Binomial. 
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The Normal (Gauassian) Distribution: 

The bell shaped curve ݃ሺݔሻ ൌ ݁ି
ೣమ

మ  is central to probability and statistics for reasons described below. 

The shape of the curve is as follows: 

. 

Here are some observations regarding g(x): 

 It is positive for all x, yet for |x|>4, it is very close to 0. 

 It is symmetric about 0. 

 There is a maximum at x=0 attaining the height 1. 

 Taking 2 derivatives of g(x), and solving g’’(x)=0 we find that there are two inflection points at 

x=‐1 and x=1. 

 There is no analytic expression for ݃׬ሺݔሻ݀ݔ, yet it can be shown that ׬ ݃ሺݔሻ݀ݔ ൌ ߨ2√
ஶ
ିஶ . 

We wish to have a continuous distribution with a density that appears as the bell curve, we thus need to 

modify g(x) and obtain a density function: 

݂ሺݔሻ ൌ
ଵ

√ଶగ
݁ି

ೣమ

మ . 

We call this the density of the standard normal distribution. It is a density function because 

׬ ݂ሺݔሻ݀ݔ ൌ 1
ஶ
ିஶ . 

The CDF , F(x), associated with f(x) is typically denoted as Φሺݔሻ ൌ ׬
ଵ

√ଶగ
݁ି

೟మ

మ ݐ݀
௫
ିஶ . Here is its graph: 

-4 -2 2 4

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0



 

One nee

tables” (

so it is en

We typic

So “stan

One can 

doing th

[0,1] ran

 

Here ߤ is

eds to numer

available in a

nough to rec

cally use Z de

dard normal

use a standa

e transforma

ndom variable

s the mean o

rically evaluat

any statistics

cord values fo

enote a stand

E[Z]=׬ ݔ
√

ஶ
ିஶ

” means that

ard normal ra

ation: ܺ ൌ ߤ
e?). Here is a

of the RV X an

-3

te Φሺݔሻ. The
s text‐book o

or x>0.  (Wha

dard normal 

ଵ

√ଶగ
݁ି

ೣమ

మ ݐ݀ ൌ

t the mean is

andom varia

൅ do yo) ܼߪ
a plot of the 

nd ߪଶ is the v

-2 -1

10 

e values are t

or in the cour

at is Φሺ0ሻሻ?

random vari

ൌ 0 and Var(Z

s 0 and the v

ble to gener

ou remembe

PDF of Z (in r

variance. Fur

1

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

typically reco

rse web‐site)

able. We hav

Z) =׬ ଶݔ
ଵ

√ଶ

ஶ
ିஶ

variance is 1.

ate arbitrary

r what such a

red) and the 

rther, the CD

1 2  

orded in “nor

.  Note that Φ

ve that  

ଵ

ଶగ
݁ି

ೣమ

మ ݐ݀ ൌ

y normal ran

a transforma

PDF of X=3+

DF of X is Φሺ
௫

3

rmal distribu

Φሺെݔሻ ൌ 1

1. 

dom variabl

ation did for 

+0.5Z (in blue

 

௫ିఓ

ఙ
ሻ and the 

ution 

െΦሺݔሻ) 

es by 

a uniform 

e): 

PDF is  



11 
 

ଵ

ఙ√ଶగ
݁ି

ሺೣషഋሻమ

మ഑మ . 

Why? The following lemma shows how to get the distribution (CDF or PDF) of a linear transformation. 

Lemma: Let V be a random variable with CDF F(x) and density f(x) and let a>0.  

Then Y=b+aV has a CDF ܨ ቀ
௫ି௕

௔
ቁ	 and density  

ଵ

௔
݂ሺ

௫ି௕

௔
ሻ. 

Proof:  ܨ௏ሺݔሻ ൌ ܲሺܸ ൑ ሻݔ ൌ ܲሺܾ ൅ ܸܽ ൑ ܾ ൅ ሻݔ	ܽ ൌ ܲሺܻ ൑ ܾ ൅   .ሻݔܽ

Thus, ܨ௒ሺݔሻ ൌ ܲሺܻ ൑ ሻݔ ൌ ௏ܨ ቀ
௫ି௕

௔
ቁ. 

Then the density of Y is  ௒݂ሺݔሻ ൌ
ௗ

ௗ௫
ሻݔ௒ሺܨ ൌ

ௗ

ௗ௫
௏ܨ ቀ

௫ି௕

௔
ቁ ൌ

ଵ

௔ ௏݂ሺ
௫ି௕

௔
ሻ. 

Q.E.D. 

Further, in tutorial 1, you have shown that E[Y]=b+aE[V] and Var(Y)=ܽଶVar(V). So in the case of an 
arbitrary Normal random variable, the mean is ࣆ and the variance is ࣌૛. Note that we call ߪ, the 
standard deviation. 

The central limit theorem: CLT: 

Let  ଵܺ, ܺଶ, … be a sequence of independent random variables having the same distribution with mean ߤ 
and variance ߪଶ. Then: 

I. ௡ܻ ൌ ∑ ௜ܺ
௡
௜ୀଵ  is asymptotically normally distributed with mean ݊ߤ and variance nߪଶ.  

II. Alternatively, the sample mean  തܺ௡ ൌ
∑ ௑೔
೙
೔సభ

௡
 is asymptotically normally distributed with mean ߤ 

and variance ቀ
ఙ

√௡
ቁ
ଶ
. 

III. Alternatively, there is the case where  ଵܺ, ܺଶ, … is a Bernoulli (binary) sequence with success 
probability p, denoted ܫଵ, ,ଶܫ … . Then ܧሾܫ௜ሿ ൌ ௜ሻܫሺݎܸܽ and ݌ ൌ ሺ1݌ െ ௡ܤ ሻ and݌ ൌ ∑ ௜ܺ

௡
௜ୀଵ is a 

Binomial(n,p) random variable. Then following (I), ܤ௡ is asymptotically normally distributed with 

mean ݊݌ and variance ݊݌ሺ1 െ  .ሻ݌

IV. Alternatively, the sample proportion: ̂݌௡ ൌ
∑ ூ೔
೙
೔సభ

௡
 is asymptotically normally distributed with 

mean p and variance ൬
ඥ௣ሺଵି௣ሻ

√௡
൰
ଶ

. 

 

The CLT shows that normal random variables appear “naturally in life”. This is because many real life 

phenomena can be modeled as additions of independent random variables. In statistics, the CLT is 

crucial because it allows us to use the normal distribution to handle statistical statements regarding the 

sample mean and/or the sample proportion. Next week. 

We end with a numeric illustration of the CLT. 


