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: מקרי משתנה Zיהי  .6
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 .התוחלת היא אינסופית) 'באינפי' ראה במחברות קורס שנה א( הוא מתבדר

המשתנים המקריים הבאים היא אכן פונקציית מסת  של ההסתברות מסת שפונקצית הוכח .7
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)()()( 11 sFtFstF XXX ⋅=+  

. שייט-כלי ביטוח חוזי המוכרת מ"בע" חשבוננו על "וחהביט חברת  הוקמה1/10/07בתאריך  .9

 iN. למבוטח הטבה לשלם) הביטוח חברת (המבטח חייב שבגינו מאורע הינו" הביטוח מאורע"

 מיום i - ה בחודש החברה מבוטחי בקרב מאורעות הביטוח למספר השווה מקרי משתנה הוא

 -ש חנני, כעת. הקמתה
iN לכל התפלגות שווי הם i .ב זו התפלגות נסמן - N .נתון N מתפלג 

 :λ=4.3 עוצמה עם פואסון

 .הגרף על NE)( את ומקם, N המקרי המשתנה של ההסתברות פונקצית את צייר  .א

 .ןפואסו: פתרון ?Y מתפלג כיצד. בשנה המבוטחים בקרב מאורעות הביטוח למספר שווה Y  .ב

 .ראה בחוברת הקורס: פתרון .הוכח בעזרת קונבולוציה )1

 .ראה בחוברת הקורס: פתרון .הוכח בעזרת הכפלת פונקיות יוצרות )2

בחודש  מאורעות הביטוח מספר אם בונוס מקבל החברה של השיווק ל"סמנכ שכל חוד בסוף  .ג

 :הבאים המקריים ושונות המשתנים תוחלת, התפלגות מה. 2 -ל שווה או נמוךהחולף היה 

1( 1W  =מתפלג ברנולי: פתרון. אוקטובר בחודש ל"הסמנכ קבלשי הבונוסים מספר.  
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2( 2W  =ל בונוס "הסמנכ קבליהקמת החברה עד אשר  שעברו מיום החודשים מספר

 .)סופר ניסיונות(מתפלג גיאומטרי : פתרון). כולל חודש הבונוס(לראשונה 

,...3,2,1)1()( 1
2 =−== − kppkWP k. 

3( 3W  =עד, בונוס קבלי לא ל"שבהם הסמנכ החברה הקמת יוםשעברו מ החודשים מספר 

 .)שלונותיסופר כ(מתפלג גיאומטרי : פתרון .לראשונה בונוס קבלי אשר

,...2,1,0)1()( 3 =−== kppkWP k .123 -נשים לב ש −=WW. 
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4( 4W  =מתפלג בינומי: פתרון .בונוס ל"הסמנכ יקבל בהם הראשונה בשנה החודשים מספר. 
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7( 7W  =של השנה הראשונה  הראשון רבעוןב תקבלויש הבונוסים מספר)מרץ עד ינואר( ,

 .היפרגיאומטרימתפלג : פתרון .בונוסים 2 ותקבלי הראשונה שבשנה בהינתן
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8( 8W  =הראשונה השנה רבעוןשיתרחשו ב מאורעות הביטוח מספר) בהינתן, )מרץ עד ינואר 

 .בינומי: פתרון .מאורעות ביטוח 36 יהיו הראשונה שבשנה
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 החברה של השיווק ל"סמנכ כל חודש בסוף,  לפי החלטת דירקטוריון החברה–נתון נוסף  )9

, התפלגות מה. 5 -ל שווה או בחודש החולף היה גבוה מאורעות הביטוח מספר אם יפוטר

 :הבא המקרי הושונות המשתנ תוחלת

9W  =הראשונה שבשנה בהינתן, הראשונה שנהב וקל שיו"ינתנו לסמנכש הבונוסים מספר 

ל בסוף כל " נתבונן בתוצאת האפשריות לגבי הסמנכ:פתרון .לי שיווק" סמנכ2יפוטרו 

ל יקבל " הסיכוי שהסמנכ- 1p: נסמן את ההסתברות להתרחשות תוצאות אלו. חודש

1321: קל לראות ש ."אחרת" - 3p, טרל יפו" הסיכוי שהסמנכ- 2p, בונוס =++ ppp. 

נוכל להתבונן אך ורק , ל השיווק" החודשים פוטר סמנכ12 מתוך 2 -ון שידוע שבוי מכ,כעת

 החודשים הללו 10 -בהינתן שידוע שב. ל"שבהם לא פוטר הסמנכ,  החודשים10ביתר 

  :ל השיווק לא פוטר"סמנכ
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 - נסמן ב.07:00תחנת הדלק של קניון חיפה נפתחת בשעה  .10
nT  ה המכונית מהגעת שעבר הזמןאת -n 

 ). הראשונה המכונית הגעת ועד התחנה מפתיחת שעבר הזמן הוא n) 1T+1 -ה המכונית הגעת ועד

)5exp(~ =λnT. 
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  כיצד מתפלג.n - ה המכונית הגעת ועד התחנה תמפתיח שעבר הוא הזמן 
nS ?

: כלומר(למדנו בקורס התפלגויות שסכום של משתנים מקריים אקספוננציאליים  :פתרון

∑
=

=
n

i

in TS
1

) מתפלג ארלנג עם nSנאמר שמשתנה מקרי . מתפלג ארלנג, ) )λ,nאם  :
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)!1(
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+++ n

nt

TTTS S
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nn
 .בחוברת הקורסראה הוכחה ?  אבל איך נוכיח.

 הזמן הוא V. מכונית אף ההגיע לא עדיין 07:10 בשעה. 07:00 -ב נפתחה, כאמור ,התחנה  .ה

: פתרון! הוכיח זאת יש ל?V מתפלג כיצד. הראשונה המכונית להגעת ועד 07:10 משעה שיעבור

)5exp(~ =λV) 8 שתשובה לשאלה כבר הוכחנו את זה.( 

 :מתדלקים סמי וסוסו 2 חיפה בקניון הדלק בתחנת  .ו

• )8exp(~ 11 =µX - לתדלק לסמי שלוקח הזמן. 

• )3exp(~ 22 =µX - לתדלק לסוסו שלוקח הזמן. 

 :רכבים 2 לתדלק החלו וסוסו סמי בדיוק 08:00 בשעה )1

: פתרון. מה הסיכוי שסמי סיים לתדלק לפני סוסו  )א
21

1
21 )(

µµ
µ
+

=< XXP. 
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nXXXיהיו  :מסקנה ,..,, מ אקספוננציאלים בלתי תלויים עם פרמטר "מ 21

nµµµ ,..,,   :אז , ) מתדלקיםn( בהתאמה 21

n

nn XXXPXXXXP
µµµ

µ
+++

=<==
...

),...,min(()),..,,(min(
21
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21121   

∑התפלגות אקספוננציאלית עם 
=

n

i

i

1

µ. 

. מה הסיכוי שהגיע לתחנה רכב נוסף בטרם סמי או סוסו סיימו לתדלק לפני סוסו  )ב

: פתרון
21

21 )),,(min(
µµλ

λ
++

==VVXXP. 

הרכב הראשון יצא ש עד ו08:00 שעהמ שעבר ושונות הזמן תוחלת, התפלגות מה  )ג

)exp(~),min(: פתרון .מתודלק מהתחנה 2121 µµ += XXW.  הרכב הראשון יוצא

זהו בעצם המינימום . כאשר הראשון במבין סמי וסוסו מסיים לתדלק, מתחנת הדלק

)min,( -נסמן ב. 2X -ו  1Xמבין  21 XXW = . 

),()),(min()()(1)( 2121 wXwXPwXXPwWPwFwF WW >>=>=<=−= 

0)()( )(

21
2121 >==>>= +−−− weeewXPwXP www µµµµ 
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יהיו  :מסקנה
nXXX ,..,, מ אקספוננציאלים בלתי תלויים עם פרמטר "מ21

nµµµ ,..,, )min,,..,(אז , ) מתדלקיםn( בהתאמה 21 21 nXXX התפלגות 

∑אקספוננציאלית עם 
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n
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תחרות לגבי מי יסיים (ון שהתחרות בין סמי לסוסו נניח שכעת שבנוסף לנתונים נת  )ד

מתרחשת ביום שישי בבוקר כאשר בכניסה לתחנה ממתינים רכבים ) לתדלק ראשון

 הוא מספר הרכבים שתדלק סמי לפני שסוסו W). נניח שאינסוף רכבים(למכביר 

 ניתן להתבונן   :פתרון? Wכיצד מתפלג . הספיק לסיים לתדלק את הרכב הראשון

המנצח בתחרות הוא זה שמסיים . במקרה זה כסדרה של תחרויות בין סמי וסוסו

הוא בתחרות מסוימת הסיכוי שסמי יסיים ראשון . לתדלק ראשון מבין השניים

21

1

µµ
µ
+

הוא בתחרות מסוימת  ואילו הסיכוי שסוסו יסיים ראשון  
21

2

µµ
µ
+

. 

. שבה סוסו ניצח,  בלבד משמעות הדבר שנערכה תחרות אחתW=0כאשר  �

 :ההסתברות לכך היא
21

2

µµ
µ
+

. 

 בראשונה סמי ניצח ובשנייה . תחרויות2 משמעות הדבר שנערכו W=1כאשר  �

 :ההסתברות לכך היא. סוסו ניצח
21

2

1

21

1

µµ
µ

µµ
µ

+








+
. 

 תחרויות בראשונה ובשנייה סמי ניצח 3משמעות הדבר שנערכו  W=2שר כא �

 :ההסתברות לכך היא. ובשלישית סוסו ניצח
21

2

2

21

1

µµ
µ

µµ
µ

+








+
. 

בשנייה ובשלישית ,  תחרויות בראשונה4משמעות הדבר שנערכו  W=3כאשר  �

 :ברות לכך היאההסת. סמי ניצח ואילו ברביעית סוסו ניצח

21

2

3

21

1

µµ
µ

µµ
µ

+








+
. 



                                         207.2250                                                                  מבוא לתהליכים סטוכסטיים                          
 )2007/1022/ (1תרגול 

 - 9 - 

nWכאשר  �  התחרויות n - תחרויות כאשר בn+1משמעות הדבר שנערכו  =

ההסתברות לכך .  סוסו ניצחn+1 - הראשונות סמי ניצח ואילו בתחרות ה

 :היא
21

2

21

1

µµ
µ

µµ
µ

+








+

W

. 

: יכךלפ








+ 21

2~
µµ

µ
GeoW) גיאומטרי סופר כשלונות.( 

 - הוכח באינדוקציה ש .12
1

0

1

1

nn
k

k

a
a

a

+

=

−
=

 :תרוןפ .∑−

 : n=1נוכיח שהטענה נכונה עבור : בסיס  .א

  .ב
1

1

1

1

)1(

)1(
)1(1

21

0

2
10

−
−

=
−
−

=
−
−

+=+=+=∑
= a

a

a

a

a

a
aaaaa

i

i. 

נניח , כלומר. nנניח שהטענה נכונה עבור : צעד  .ג
1

11

0 −
−

=
+

=
∑

a

a
a

nn

i

i , ונוכיח שהטענה נכונה

: כלומר עבור, n+1עבור 
1

121

0 −
−

=
++

=
∑

a

a
a

nn

i

i .ההוכחה: 

1

1

1

1)1(

1

1 2112
1

0

1
1

0 −
−

=
−

−+−
=

−
−

+=+=
++++

+

=

+
+

=
∑∑

a

a

a

aaa

a

a
aaaa

nnnn
n

n

i

in
n

i

i 

~)exp(נתון  .13 λX . הוכח באינדוקציה שלכלnשלילי מתקיים - טבעי ואי
n

n n
XE

λ
!

)(  :תרוןפ .=

 :טענת עזר

[ ] )(0)()( 1

0

1

0

1

0

0

−
∞

−−
∞

−−∞−
∞

− =+=+−== ∫∫∫ nxnxnxnxnn XE
n

dxexndxexnexdxexXE
λ

λλλ λλλλ 

)()(: קיבלנו 1−= nn XE
n

XE
λ

 : אינדוקציהעכשיו ה .

: בסיס  .א
λ
1

11)1()( 0 =⋅== EXE. 



                                         207.2250                                                                  מבוא לתהליכים סטוכסטיים                          
 )2007/1022/ (1תרגול 

 - 10 - 

נניח : צעד  .ב
n

n n
XE

λ
!

)( = :
1

1 )!1(!1
)(

1
)( +

+ +
=

+
=

+
=

nn

ההנחה
n

העזרטענת
n nnn

XE
n

XE
λλλλ

. 

2 - הוכח באינדוקציה ש .14

1

(2 1)( 1)

6

n

i

n n n
i

=

+ +
=∑.  

: הוכח באינדוקציה) 1 לא הופיע במקור בקובץ תירגול 15שאלה ( .15
2

)1(

1

+
=∑

=

nn
i

n

i

 :תרוןפ .

: n=1נוכיח שהטענה נכונה עבור : בסיס  .א
2

)11(1
1

1

1

+
==∑

=i

i. 

נניח , כלומר. nנניח שהטענה נכונה עבור : צעד  .ב
2

)1(

1

+
=∑

=

nn
i

n

i

ונוכיח שהטענה נכונה עבור , 

1+n ,כלומר עבור: 

2

)2)(1(

2

)1)1)((1(1

1

++
=

+++
=∑

+

=

nnnn
i

n

i

. 

 :ההוכחה

2

)2)(1(

2
1)1(

2

)!(
)1()1(

1

1

1

++
=




 ++=
+

++=++= ∑∑
=

+

=

nnn
n

nn
nini

n

i

n

i

  

 


